[l Logik
Propadeutikum 2018

Holger Wuschke

19. September 2018

Holger Wuschke 111 Logik



Aussagen
Logik Wahrheitswerte fiir Gleichungen
Aussageformen und Quantoren

Aussagen

Aoyés="das Wort"— Logik (math.) befasst sich mit Aussagen

Definition Aussage

Eine Aussage p ist ein sinnvolles sprachliche Gebilde mit der
Eigenschaft, entweder wahr oder falsch zu sein. Jeder Aussage p
kann man einen Wahrheitswert zuordnen.

1, falls p wahr ist
w(p) = .
0, falls p falsch ist

p: Eine Stunde hat 60 Minuten  w(p) =

1
g: 8 ist eine Primzahl w(q) =0

Holger Wuschke 111 Logik



Aussagen
Wahrheitswerte fiir Gleichungen

Logik
Aussageformen und Quantoren

Verkniipfung von Aussagen

Verkniipfungen von zwei Aussagen p und g durch Junktoren
Symbolisch | Bezeichnung Lesart
-p
~p Negation "Nicht p"
p
pPAq Konjunktion "'p und q"
pVaq Disjunktion "o oder g"
p=q I.r.'nplikation "wenn p, dann folgt q"
p&q Aquivalenz | "p genau dann, wenn q"

Bei einer Aquivalenz gilt immer: (p = q) A (g = p)
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Wahrheitstabellen

Wabhrheitstabelle 1
w(p) | w(q) | w(=p) | w(pAq) | w(pVg) | w(=pAq) | w(-pVaq)

1 1 0 1 1 0 1
1 0 0 0 1 0 0
0 1 1 0 1 1 1
0 0 1 0 0 0 1

p A q ist nur "wahr", wenn beide Aussagen wahr sind.

pV q ist nur "falsch", wenn beide Aussagen falsch sind.

Regeln von Augustus de Morgan (1806-1871)

Fiir zwei Aussagen p und g gilt:

~(pAq)=-pV-qund ~(pVq)=-pA-q
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Wahrheitstabelle 2

w(p) | w(q) | w(p=q) | w(g=p) | w(p<q)
1 1

1
0
1
1

= O O

1

1 0 1
0 1 0
0 0 1

v

Zusammenhang wahr und falsch

+Aus etwas wahrem, kann man nur etwas wahres folgern.
Aus etwas falschem kann man alles folgern. “

Beispiel:

0=1=-0,5=05=|—0,5=0,5=0,5=0,5 w.A.
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Erklarung hinreichend und notwendig

Implikation und Aquivalenz sind in der Mathematik wichtig

p ist hinreichend fiir q
p=gq q ist notwendig fii p
p impliziert g

p < q p ist hinreichend und notwendig fiir g

Beispiel:

A: f'(x0) = 0; B: f"(x0) # 0;
C: f besitzt in xp einen Extrempunkt

C=>As A= -C
AANB & C
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Ringschluss

Seien p1, p2, ..., Pn Mathematische Aussagen mit der Eigenschaft,
dass p1 & p2,p1 < P3,---, Pr—1 < Pn. Um alle Aquivalenzen zu
zeigen, reicht es aus, die folgende Kette zu beweisen:

p1= P2 = pP3 = " = Pn—1 = Pn = P1

Diese Schlussweise heilt Ringschluss.

Folgende Aussagen sind fiir ein AABC &quivalent:

(i) AABC ist rechtwinklig, mit Hypotenuse c.
i) Es gilt: a® + b? = 2

(
(i) Axagc = 3 -a- b
(

iv) sin(a) = 2
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Wabhrheitswerte fiir Gleichungen

Wenn Gleichungen keine Variablen enthalten, sind sie Aussagen, ansonsten
Aussageformen, die von der Variable abhangig sind.

2=2 wahr

% + % = % + % wahr

1=2 falsch

X+ x = 2x wahr fiir alle x (allgemeingiiltig) L=R

x+2=3 wahr fiir x = 1, sonst falsch L£={1}

x? = wahr fiir x = —2 und x = 2,sonst falsch £ = {-2,2}

Aussageform

Eine Aussageform ist eine Aussage, deren Wahrheitsgehalt von
(mindestens) einer Variable abhéngig ist.
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Aufgabe in der VL: zueinander dquivalenten Gleichungen

Seien die folgenden Aussageformen gegeben:

A(x) :x+2=5, B(x) : —2x — 4 = —10,

C(x):—2x+10=4 und D(x):10=2x+4

Zeigen Sie, dass
A& B Be (C,Ce D,As C,A< Dund B < D gilt.

Kurznotation:
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Aussageformen und Quantoren

In der Mathematik hdangen Aussagen oft von Variablen ab, daher
betrachten wir Aussageformen p(x) niher.

Umgang mit Aussageformen

Gegeben ist eine Aussageform p(x) : x> —6x+9 =10
Fiir den Wahrheitswert von p(x) gilt.

1, fallsx=3

w(p(x)) = {0, falls x € R\ {3}

Damit ist der Wahrheitswert von p(x) nicht eindeutig,
aber wir kdnnen:

1. Fiir x konkrete Objekte einsetzen.  (p(1) wahr; p(2) falsch)

2. Variable x wird durch Quantoren gebunden.
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Definition Quantor

Ein Quantor bindet eine Variable an eine Aussageform, sodass
diese zu einer Aussage wird.

Der Allquantor V Der Existenzquantor 3

¥ (,Fiir alle”), 2.B. 3 (,,Es existiert (mindestens) ein”), z.B.:

VxGR:ngo IneN:Vb<n<V17

,Es existiert (mindestens) eine natiirliche

Fiir alle x Element der

" . “ Zahl n, fiir die gilt: n liegt zwischen /5
llen Zahlen gilt: x2 = 0 :

reellen Zahlen gilt: x* 2 0" | | ST

Weitere Formen des Existenzquantors

3! - (,,Es existiert genau ein") h- (,Es existiert kein")
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Beispiel p(x) : x> —6x+9 =10

Mithilfe der Quantoren, kdnnen aus der Aussageform p(x) zwei
Aussagen u und v gemacht werden.

u: (Vx € R: p(x)) falsch —w: (3x € R —p(x)) wahr
v:(3x € R: p(x)) wahr —v: (Vx € R: —p(x)) falsch

Beispiele aus der Analysis |

(Konvergenz einer Folge a, mit Grenzwert g)
Ve>03INeNVn>N:l|a,—g| <e

(Stetigkeit einer Funktion f(x))

Ve>030>0:|x—xo| <0=|f(x)—f(x)| <e
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Negation der Junktoren und Quantoren

Seien u, v Aussagen und p(x) eine Aussageform.
“(u=v)=uA(-v) “(uev)=us(-v)
- (Vx €R: p(x)) =3Ix € R: —p(x)
)

- (Ix e R:p(x)) =Vx € R: =p(x)

Aufgaben in der VL

Bilden Sie die Negation der folgenden Aussagen:

© a: Alle Autos in Leipzig sind weil.
@ b: Es gibt schwarze M&wen.

© c: Eine Quadratzahl ist gerade genau dann, wenn die Zahl
ungerade ist.

Q@ d: Alle Studierenden haben Logik nicht verstanden.
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Q —a:
Q@ —b
Q@ —~c

oder:
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Aufgaben in der VL

Sei P(x,y) ist die Aussageform ,Die Person x isst gerne das Gericht y*.
Beschreiben Sie folgende Aussagen und bilden Sie die Negation:

Q Vx3dy : P(x,y) -

Q@ IxVy: P(x,y) -

Q Vydx: P(x,y) -

Q Jyvx: P(x,y) -
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Aufgaben aus der VL

© Beweisen Sie die Regeln von de Morgan mithilfe von
Wabhrheitstafeln.

@ Zeigen Sie mithilfe von Wahrheitstafeln, dass fiir drei
Aussagen p, g und r die Distributivgesetze gelten:

pA(@Vr)=(pAq)V(pAT)

pV(gAr)=(pVa)A(pVr)
© Beschreiben Sie die folgenden Aussagen in Worten, bilden Sie
die Negation und priifen Sie anschlieBend den Wahrheitsgehalt:
® VneN:/neN
© JkeN:4.k+23 e {x|xist Primzahl}
© Va,b,c,neN:a"+b"#c"< n>2
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